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1 Introduction

Dans cette article, nous allons présenter de manière formelle l’approche
algébrique de la théorie des transformations de graphes adoptée par AGG
[Tae00], outil de transformation de graphes. Nous allons d’abord présenter
les notions de base, puis nous expliquerons quelle approche de transformation
de graphe est mise en œuvre dans AGG.

2 Définitions de base

Définition 1 Graphe
Un graphe G dirigé et dont les arcs et les nœuds sont annotés, est un système
défini comme suivant :

G = (V,E, s, t, lE, lV )

Avec :
– V : un ensemble fini de nœuds ;
– E : un ensemble fini d’arc ;
– s : une fonction s : E → V , qui assigne une source s(e) ∈ V pour

chaque arc e ∈ E ;
– t : une fonction t : E → V , qui assigne une cible t(e) ∈ V pour chaque

arc e ∈ E ;
– lE : une fonction lE : E → G, qui assigne un label l(e) pour chaque arc
e ∈ E ;
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Figure 1 – Représentation d’une application Client/Serveur sous forme de
graphe

– lV : une fonction lV : V → G, qui assigne un label l(v) pour chaque
nœud v ∈ E.

Un graphe permet de représenter des structures de données, les différents
états de systèmes concurrents et distribués, ou encore l’état d’un ensem-
ble d’objets régis par des relations. Citons comme exemples, les réseaux de
Petri [Rei85], les diagrammes UML [OMG07] ou encore les automates finis
[HMU01]. Les graphes permettent ainsi de représenter de manière abstraite
des structures complexes. La figure 1 présente un exemple Client/Serveur
sous forme de graphe.

Afin de pouvoir expliquer comment modéliser les opérations d’évolution
de SAEV sous forme de transformations de graphes, nous devons d’abord
aborder les deux notions suivantes :

– sous-graphe ;
– morphisme de graphe.

Définition 2 Sous-graphe
Un graphe G = (VG, EG, sG, tG, lEG

, lVG
) est sous-graphe de H = (VH , EH , sH , tH , lEH

, lVH
)

(équivaut à G ⊆ H) si et seulement si :
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Figure 2 – Quatre graphes G ,G1 ,G2 , G3

– VG ⊆ VH : tous les nœuds de G existent dans H ;
– EG ⊆ EH : tous les arcs de G existent dans H ;
– sG(e) = sH(e) : chaque arc e ∈ G a le même nœud source dans G et
H ;

– tG(e) = tH(e) : chaque arc e ∈ G a le même nœud cible dans G et H ;
– lEG

(e) = lEH
(e) : chaque arc e ∈ G a le même label dans G et H ;

– lVG
(v) = lVH

(v) : chaque nœud v ∈ G a le même label dans G et H.

L’obtention d’un sous-graphe n’est effective que si elle s’accompagne de
la suppression de tous les arcs adjacents aux nœuds supprimés. L’obtention
d’un sous-graphe H par la soustraction d’un ensemble nœuds et d’arcs X =
(Vx, Ex) à G = (V,E, s, t, lE, lV ), avec Vx ⊆ V et Ex ⊆ E, est définie comme
suivant :

H = G−X = (V − Vx, E − Ex, s
′, t′, l′E, l

′
V )

avec :
– s′(e) = s(e) ;
– t′(e) = t(e) ;
– l′E(e) = lE(e),∀e ∈ E − Ex ;
– l′V (v) = lV (v),∀e ∈ V − Vx.
Dans la figure 2, nous voyons que G1 et G2 sont deux sous-graphes de G

car ils sont conformes à la définition 2, mais G3 n’est pas un sous-graphe de
G car EG3 EG .

Appliqué à notre architecture logicielle cela donne le figure 3.

Définition 3 Morphisme de graphes
Un morphisme de graphe g : G→ L est une paire de fonctions définies ainsi :

– gV : VG → VL

– gE : EG → EL
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Figure 3 – Un sous-graphe (b) de l’architecture logicielle Client/Serveur

Où gV est la fonction de correspondance entre les nœuds, et gE la fonc-
tion de correspondance entre les arcs. Un morphisme est donc une famille
de relations entre les ensembles porteurs du graphe source vers les ensem-
bles porteurs du graphe cible préservant la structure des graphes ainsi que
les labels [Gra00, CMR+97]. Les notions de morphisme et de sous-graphe
vont nous permettre de comprendre comment la transformation de graphe
s’effectue. Les notions suivantes sont liées et nous permettent de mieux com-
prendre l’approche qu’adopte AGG pour la transformation de graphes.

Définition 4 Production
Un production p : L  R est un morphisme partiel 1, où L (respectivement
R) est appelée partie gauche (respectivement droite) de la production, qui
représente un ensemble potentiellement infini de dérivations directes. Dans
la catégorie des graphes, une production est appelée pushout [Gra00].

Si un match m (voir définition 5) permet d’identifier une occurence de L
dans un graphe G donné, alors G⇒ p,mH représente un dérivation directe
où p est appliquée, selon le match m, à G et produisant le graphe H [CMR+97,
Gra00, Hec05].

1. Il existe des éléments sans image, ou/et sans antécédents.
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Figure 4 – L’opération d’évolution ajout-client sous forme de production

Une production p est un morphisme de graphes partiel L → R, ainsi les
éléments de ce morphisme sont conservés par l’application de la production.
Tous les autres éléments de L (respectivement R) sont supprimés (respec-
tivement créés) par l’application de la production [Tae00].

La partie gauche de la règle est en correspondance avec un sous-graphe
de l’application Client/Serveur présentée sous forme de graphe en figure 4.

Définition 5 Match (correspondance)
Un match m : L → G est un morphisme entre un graphe G et la partie
gauche d’une production.

Le match de L dans G est donc un sous-graphe m(G) régit par la paire
d’images mV (V ) et mE(E). Une dérivation G ⇒ p,mH doit satisfaire deux
conditions pour qu’elle soit applicable :

– la condition d’identification ;
– et la dangling condition

qui à eux deux forment la gluing condition [CMR+97, Hec05].

Définition 6 Condition d’identification
Soient deux éléments x et y de L, la partie droite d’une production p définie
en 4. La condition d’identification est vérifiée si pour la fonction o : L→ R
nous avons [Hec05, EHK+97, CMR+97] :

o(x) = o(y)⇒ (x = y) ∨ (x, y ∈ L ∩R)

Cela signifie que chaque élément e du graphe R, et qui est supprimé par
l’application de la production p, doit posséder un antécédent unique dans L.
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Dans l’outil AGG, la fonction o est définie par l’utilisateur ou bien elle est
générée si elle n’est pas précisée [Tea06].

Définition 7 Dangling condition
La dangling condition est satisfaite si et seulement si [Hec05, EHK+97, CMR+97] :

∀e ∈ Eg(R) − Eg(L) ⇒ s(e), t(e) ∈ Vg(R) − Vg(L)

Cela signifie que la suppression d’un nœud implique forcément la suppression
de ses arcs adjacents.

La somme des conditions définies en 6 et 7 forme ce que l’on appelle la
gluing condition. Cette condition doit être validée pour qu’une production
soit applicable.

Après avoir défini un ensemble de concepts de la théorie des transforma-
tions de graphes, voyons comment ceux-ci sont appliqués dans l’outil AGG.

3 Transformations de graphes selon AGG

Les définitions précédentes nous permettent de mieux comprendre l’ap-
proche d’AGG pour la transformation de graphes. Voyons l’approche adoptée
dans AGG.

Il existe plusieurs façons d’appliquer une production p afin de dériver de
G (le graphe avant transformation) vers H (le graphe après transformation).
L’approche retenue par l’outil AGG est l’approche dite de single pushout
[Tae00].

Définition 8 Single pushout
L’approche dite de single pushout est une application d’une production p.
Cependant, celle-ci n’est pas régie par la validation de la gluing condition
contrairement à l’approche double pushout.

Malgré tout, de par la définition même d’un graphe, un arc ne peut exister
sans nœud à ses extrémités. Une stratégie de suppression de tels arcs est
alors adoptée, même si cette suppression n’est pas définie dans la production
p. De plus, comme cité en définition 6, l’identification est soit définie par
l’utilisateur d’AGG ou bien définie par défaut par AGG, de manière à ce
qu’elle favorise la suppression des nœuds et arcs qui ne sont pas identifiés en
cas de conflits.
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Figure 5 – Approches �Single pushout� et �Double pushout�

L’outil AGG, bien qu’il adopte une approche single pushout, dispose donc
de mécanismes de vérification de l’applicabilité des productions proches de
ceux présentés précédemment. Cependant, les approches single pushout et
double pushout sont équivalentes, si les conditions de vérifications se limitent
à la gluing condition [EHK+97, BHKR07]. La figure 5 présente les deux
concepts de single pushout et double pushout. Le concept de double pushout
consiste en une production p décomposée en deux morphismes totaux 2 de
graphes l : L ∩ R → L et r : L ∩ R → R. Ainsi, l permet la suppression
des éléments et r l’ajout et la modification. Le graphe de contexte D =
G (L (L ∩ R)) est obtenu depuis G , par le co-morphisme (ou morphisme
associé) linvXX , en y supprimant les éléments de l’ensemble L L ∩ R : les
éléments de L n’ayant pas d’image par la production p : L  R. Une fois
les éléments supprimés de G, il faut ajouter ou modifier ceux qui doivent
l’être. Cette opération s’effectue par l’insertion des éléments de R, n’ayant
pas d’antécédent dans L ∩ R, dans le graphe D : il s’agit du co-morphisme
rinvXX . La décomposition de la production p en deux morphismes permet
de s’assurer que la gluing condition est vérifiée.

L’approche single pushout, quant à elle, est l’application directe d’une
production p selon un match m. La production p est un morphisme partiel
de graphes, car il existe des éléments sans image, et d’autres sans antécédent.
Dans cette approche, la suppression d’un nœud de G implique la suppression
de tous ses arcs adjacents même si cela n’est pas spécifié dans p. Du fait que p
soit un morphisme partiel, son co-morphisme pinvXX est aussi un morphisme
partiel : la suppression de certains arcs est effective alors qu’elle n’est pas
spécifiée dans p, par exemple. Il se peut alors que que le co-match minvXX

soit aussi partiel.

2. Tout élément possède une image.
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Malgré tout, la dérivation G ⇒ p,mH est possible. Cela apporte une
souplesse qu’il n’est pas possible d’avoir avec l’approche double pushout.
Imaginons, par exemple, un réseau pair à pair et un client qui tombe en
panne, l’approche single pushout permet de supprimer automatiquement les
connexions adjacentes au pair en panne.

4 Enrichissement de l’approche algébrique

L’outil AGG permet d’exploiter des concepts supplémentaires de l’ap-
proche algébrique des transformations de graphes. Nous allons présenter
ceux-ci.

La définition d’un graphe ne permet pas d’exprimer des contraintes sur
les connexions entre arcs et nœuds, comme par exemple : tel nœud, portant
tel label, ne peut être source de tel arc, portant tel label. De telles contraintes
peuvent être exprimées à l’aide d’un graphe type [Hec05].

Définition 9 Graphe type
Soient deux graphes TG = (VTG, ETG, sTG, tTG, lETG

, lVTG
) et 〈G, tgG〉 . On

dit que TG est le graphe type de G si le morphsime tgG : G→ TG préserve
les labels (types) et si les nœuds source et cible d’un arc de label x de G
portent les mêmes labels que dans TG.

Rajoutons que le graphe G est appelé instance de TG [Hec05].
Cette notion s’applique parfaitement à la description des méta et instance.

La théorie de transformations de graphe propose de facto des notions pour
représenter l’abstraction architecturale, comme le montre la figure 6.

Définition 10 Condition de non application
Une condition de non application est un graphe N , associé à une production
p. Pour que G⇒ p,mH soit applicable, il faut que N * G [Tea06].

Cela signifie que la dérivation est inapplicable si N est un sous-graphe de
G. Ces conditions de non application permettent de définir plus précisément
les productions. En effet, il est possible que l’on veuille exprimer une produc-
tion selon une condition particulière.
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Figure 6 – (a) Niveau architecture et (b) niveau application
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Figure 7 – Un connecteur RPC doit être relié à un composant Serveur et à
un composant Client

Définition 11 Contraintes de consistance
Une contrainte de consistance sur un graphe G est un morphisme injectif 3

c : P → C

où P est appelé prémisse et C conclusion. P et C étant des sous-graphes de
G. [HHS02, Tea06, HW95]

Définir une contrainte de consistance c entre P et C revient à dire que
tout prémisse P dans G possède une image C par c dans G.

Définissons la contrainte suivante : dans une architecture Client/Serveur,
tout connecteur RPC doit être relié à un composant Serveur et à un com-
posant Client. Cette contrainte s’exprime par la contrainte de consistance
définie en figure 7.

Effectivement, un connecteur RPC connecté à rien n’a aucun sens.

Définition 12 Paires critiques
Soient deux dérivations :

H1 ⇐ p1,m1G⇒ p2,m2H2

telles que celles-ci soient en conflit. Ajoutons qu’il est nécessaire que G soit
l’union des parties gauches L1 et L2 de p1 et p2 pour que p1 et p2 soient
potentiellement applicables [HHT02] [Tea06] :

G = m1(L1) ∪m2(L2)

Une paire critique (p1, p2) est donc une paire de dérivations telle que l’appli-
cation de l’une empêche l’application de l’autre.

3. Tout élément de C n’a qu’n antécédent unique dans P par c.
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5 Conclusion

Voici une première approche algébrique de la théorie des transformation
de graphes. Pour plus de détails se reporter à la bibliographie.
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